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0 引 言

电力系统谐波和间谐波检测一直为广大学者关

注的课题，随着人们对谐波和间谐波认识的不断加

深，关注点已经逐渐从确定性的非噪声信号模型转向

平稳和非平稳的谐波和间谐波信号模型，检测的方法

也逐渐从经典的 DFT 加窗插值法转为现代谱估计

法、小波和 HHT[1-15]。
本文讨论随机白噪声影响下平稳的谐波和间谐

波模型，现代谱估计可以从理论上较好的解决该模型

的求解问题。谱估计法理论上具有无限小的信号频率

分辨率，克服了传统 DFT 方法频率分辨率低的缺点，

主要有 Pisarenko、扩展的 Prony、Music、Esprit 等。这

些方法本质上均为基于向量子空间方法，算法的关键

在于对检测信号自相关函数阵进行“定阶”，即确定谐

波频率分量的个数。定阶的方法有特征值或奇异值分

解两种[6-12]，分别求取主特征值或主奇异值的个数作

为信号频率个数的估计。本文通过理论推导和仿真验

证，表明奇异值分解和特征值分解两种“定阶”方法本

质上是等价的。
1 主奇异值和主特征值

平稳的电力系统谐波和间谐波模型一般表示为：

x(n)=
h

i = 1
Σsie

jnωi+ω（t） （1）

式中 ω（n）为零均值、方差为 σ2 的复值高斯白噪声过

程。m 点观测信号向量为：

x（n）=
def

[x（n），…，x(n+m-1)]T
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选择 m>h，观测向量 x（n），自相关矩阵为：

Rxx=E{x（n）x（n）H}=APAH+s2I=Rss+s2I （2）

式中 P=diag（E{｜s1｜2}，…，E{｜sh｜2}）；A=
def

[a（ω1），a（ω2），…,

a（ωh）]；a（ωi）=
def

[1，e
jωi

，…e
j（m-1）ωi]T。

Rxx 为 m×m 复矩阵，存在 m×m 正交酋矩阵 U 使

得矩阵 Rxx 特征分解为：

Rxx=U∑1UH

式中∑1=diag（λ1，…，λm）。

预先定义一个非常接近 1 的阈值，即：

v（xh）=
λ

2

1+…λ
2
xh

λ
2

1…+λ
2

m

x
x
x
x
x
x
xx
x

x
x
x
x
x
x
xx
x

1
2

,1≤xh≤m

当 v（xh）大于或等于该阈值时，则认为前面xh个特

征值是“主要的”。xh作为谐波次数 h 的估计，定阶为xh。
Rxx 主奇异值定义和奇异值定阶方式与特征值分

解相似，具体定义和定阶方式参见文献[5]第 365 页。
2 信号自相关阵的特征值定阶

定义自相关阵：

Rss=APAH

式中 P=diag（E{｜s1｜2}，…，E{｜sh｜2}）。
由于 A 满列秩，容易证明：

rank（Rss）＝rank（P）＝h
表明自相关阵 Rss 的秩即为信号谐波和间谐波的

个数。然而实际处理中我们得到的是含噪声信号的自

相关阵 Rxx，通过对 Rxx 的特征值分解得到有效特征值

个数xh作为谐波次数 h 的估计。
2.1 Rxx与Rss特征值的关系

定义 λx 为 Rxx 特征值，λs 为 Rss 特征值，则：

｜λxI-Rxx｜=｜（λx-σ
2
）I-Rxx｜=｜λsI-Rxx｜ （3）

由式（3）可得：

λx=λs+σ2

2.2 Rxx主特征值定阶

Rss 非零特征值的个数不超过 rank（Rss）＝h，其余的

为 0[5]。由 Rxx 与 Rss 特征值的关系，Rxx 可对角化为：

U
H
RxxU=U

H
RssU+σ

2
U

H
U=diag（λs1，…λsxh，0，…，0）+

σ
2
I，xh≤h （4）

从式（4）可以得出实际观测信号 Rxx 特征值由两

部分组成，代表噪声空间的特征值 σ2 和代表有效信

号空间的主特征值 σ2＋λsi。

信噪比较高的时候，通过计算 Rxx 特征值的有效

范数确定 Rxx 有效特征值的个数xh实现对谐波和间谐

波个数定阶的估计，即：

v（xp）=
（λs1+σ

2
）

2
+…+（λsxh+σ

22
）

λ
2

x1+…+λ
2

xm

x
≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
x

x
x
x
x
x
x
xx
x

1
2

≥阈值，1≤xh≤m

（5）

由于 σ
2
为正，较高信噪比下，实现准确的定阶必

须满足以下两个渐进条件：（1）λs 必须非负；（2）h 个

谐波间谐波信号的 Rss 必须有 h 个正的特征值。这样

才能保证信噪比较高时 Rxx 有效特征值的估计xh=h，

实现信号的准确定阶。
命题1:Rss矩阵的非负定性和Rxx正定性

证明：令Rss=APAH，展开成向量表示：

Rss=APA
H
=

h

i=1
∑E{｜si｜

2
}α（ωi）α（ωi）

H

进一步表示为二次型的形式：

y
H
Rssy=

h

i=1
Σ E{｜si｜

2
}Y

H
a（ωi）a（ωi）

H
y=

h

i=1
Σ E{|si|

2
}|a（ωi

H
y）|

2

由于 E{｜si｜
2
}＞0，｜a（ωi）

H
y｜

2
≥0,故y

H
Rssy≥0,Rss为非

负定矩阵，表明 Rss 特征值 λs 为非负。由于 Rxx 特征值

λx=λs+σ2>0，故 Rxx 为正定矩阵。证毕！

命题2：Rss非零特征值的个数与Rss秩相等，且Rss

非零特征值与Rss非零奇异值个数相同大小相等。
证明：rank（Rss）＝h，对 Rss 进行奇异值分解有 h 个

正奇异值，且 Rss 的奇异值为 RssRss
H 特征值的正的平

方根。由于 Rss=Rss
H，RssRss

H 特征值分解为：

｜φsI-RssRss

H

ss｜=｜（aI -Rss）（bI+Rss）｜=｜abI-bRss+aRss-RssR
H

ss｜ （6）

由式（6）可得：

a=b，a2=φs

假设 a＞0，则：

｜φsI-RssR
H

ss｜=｜aI-Rss｜｜（aI+Rss）｜,｜φsI-RssR
H

ss｜=0 （7）

则｜αI-Rss｜=0或｜αI+Rss｜=｜-αI-Rss｜=0或者两式同时

为零。由于 Rss 为非负定矩阵，不存在小于 0 的特征

值，故仅有｜αI-Rss｜为零，故 RssRss
H 特征值的正的平方

根为 Rss 特征值。表明 Rss 非零特征值与 Rss 非零奇异

值相等。根据 Rss 非零特征值的个数不超过 h，且

RssRss
H 仅有 h 个非零特征值，故 Rss 有且仅有 h 个非

零特征值。证毕！

推论1：Rss奇异值与特征值个数相同，大小相等

证明：由命题 2 可知 Rss 的 h 个非零特征值是 Rss
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图 1 实际电网信号和信噪比为 30dB、20dB、10dB 的波形图

Fig.1 Original signal and polluted signal with SNR 30dB、
20dB、10dB

的 h 个非零奇异值。Rss 为非负定阵，特征值 λs≥0，有

m-h 个零特征值，与 Rss 的 m-h 个零奇异值相等。证毕！

2.3 奇异值和特征值定阶的一致性

Rxx 奇异值分解和特征值分解定阶的一致性等同

于证明 Rxx 特征值与奇异值相等。
引理1：Rxx特征值与奇异值相等

证明：已知 Rxx 特征值：

λx=λs+σ
2
＞0

RxxR
H

xx=（Rss+σ
2
I）（Rss+σ

2
I）

H
=（Rss+σ

2
I）

2

根据矩阵多项式的特征值公式，则 RxxRxx
H 特征值

为：（λs+σ
2
）

2
。

因为 Rxx 的奇异值为 RxxRxx
H 特征值正的平方根，

故 Rxx 的奇异值为：λs+σ
2
。

所以，Rxx 特征值与奇异值相等。证毕！

3 两种方法定阶的仿真

本文采用文献[8]的算例，其为没有安装补偿装置

的电弧炉电流波形， 由 基 波 （50Hz）、高 次 谐 波

（125Hz）和间谐波（25Hz）组成，另外考虑了信噪比分

别为 30dB、20dB、10dB
加性白噪声的情况，如图 1 所示。采样间隔

0.5ms，采样点为 100 个。本文对该波形用 ESPRIT 方

法，分别采用奇异值和特征值分解两种定阶方法，阈

值为 0.995，采用最小二乘法求谐波的幅度。由于采用

了实谐波模型进行分析，在三种信噪比的情况下，奇

异值和特征值分解均把信号定阶为 6，为复谐波模型

阶数的 2 倍，如表 1 所示。准确定阶后，计算的谐波和

间谐波信号的幅度和频率如表 2 所示。
4 结 论

现代谱估计理论可以从理论上较好的解决随机

白噪声影响下平稳的谐波和间谐波模型的求解问题，

这些方法本质上均为基于向量子空间方法，算法的关

键在于对检测信号自相关函数阵求主奇异值和主特

征值进行“定阶”。本文通过理论推导和 matlab 仿真

验证两种“定阶”方法本质上是等价的，定阶的时候可

以采用奇异值分解也可以采用特征值分解。然而由于

采样点有限导致自相关函数估计出现偏差，两种方法

在信噪比较低的时候都存在定阶不准的问题导致伪

谱的出现。增加采样点数可以提高自相关函数的估计

精度，然而带来计算量的增加和实时性下降，更高精

度的定阶方案有待进一步研究。
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图8 并联供电电流分配图

Fig.8 Current distribution in parallel supply

电池的输出效率。同时通过并联为传感器节点供电有

效减小对能量存储器输出功率密度的要求，减小内部

损耗和延长供电时间。
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